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НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ ПРОСТЕЙШИХ 
ТУРБУЛЕНТНЫХ ТЕЧЕНИЙ 

В статье излагается подход к установлению искомых соотношений осредненных 
параметров турбулентных продольно-однородных потоков. Он базируется не на ре-
зультатах физических экспериментов, а на переходе к вычислительному эксперименту 
с использованием ПЭВМ. Как показано, с этой целью достаточно иметь хорошо обу-
словленную исходную закономерность. С ее помощью, как правило, легко составляется 
искомое соотношение. Последнее анализируется с помощью ПЭВМ в любых (разум-
ных) диапазонах изменения глобальных параметров (числа Рейнольдса и относитель-
ной шероховатости в данном случае). Этот подход не требует сооружения дорогостоя-
щих экспериментальных установок и позволяет получить на выходе искомые соотно-
шения в требуемой (графической или аналитической) форме. Этот подход проиллюст-
рирован на примере поиска соотношения максимальной и средней скоростей в осред-
ненном продольно-однородном потоке. В качестве базового соотношения выбрана но-
вая формула, подробное обоснование которой содержится в опубликованных ранее ра-
ботах автора, позволяющая рассчитывать распределение осредненных скоростей в рас-
сматриваемых потоках в весьма широком диапазоне изменения чисел Рейнольдса и от-
носительных шероховатостей во всех зонах гидравлического сопротивления. 
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SOME LAWS OF THE ELEMENTARY TURBULENT FLOW 

The article describes the approach to define the ratios between averaged parameters of 
turbulent longitudinally-uniform flow. It is based not on the results of physical experiments, 
but on the transition to the computational experiment using a PC. It is shown that a good ini-
tial law is enough to calculate relations between parameters. Any (reasonable) value of global 
parameters (Reynolds number and relative roughness in this case) can be used. This approach 
does not require the construction of expensive experimental facility and allows you to get the 
desired results in the required (graphical or analytical) form. The approach is illustrated by 
searching the ratio of maximum and average velocities in the averaged longitudinally-uniform 
flow. The new formula, which detailed validation was published previously, is used as a basic 
ratio. The formula provides the calculation of distribution of averaged velocities in the inves-
tigated flows at a wide range of Reynolds number and relative roughness in all areas of hy-
draulic resistance. 

Keywords: turbulent flow, averaged velocity, maximum velocity, longitudinally-
uniform flow, computing experiment. 

С прикладной точки зрения большую роль играет установление оп-

ределенных соотношений параметров турбулентных продольно-

однородных потоков. С этой целью на протяжении многих лет исследова-
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тели различных стран для установления необходимых зависимостей 

по крупицам собирали экспериментальный материал, который обобщался 

и принимал вид некоторой эмпирической формулы. Экспериментаторам 

для охвата всего диапазона возможных вариаций исходных параметров 

приходилось разрабатывать и строить установки, совершенствовать техни-

ку измерений и методов обработки опытных данных. 

Существует другой путь установления требуемых соотношений, ко-

торый заключается в разработке теоретической базовой модели, позво-

ляющей, в случае удачи, с помощью вычислительных экспериментов го-

раздо быстрее, точнее и дешевле определить искомые соотношения, при-

чем в неограниченном диапазоне изменения исходных параметров.  

Целью статьи является демонстрация реализации изложенной идеи 

на примере поиска взаимосвязи средних и максимальных скоростей, кото-

рая на протяжении многих лет привлекала внимание исследователей при-

менительно к простейшим турбулентным течениям. К последним относят-

ся продольно-однородные течения, то есть течения в трубах, плоских ка-

налах (напорных и безнапорных) и погранслойных течениях при нулевом 

градиенте давления. Основными параметрами в такой задаче, то есть при 

определении соотношения 
mu

V  (средней и максимальной осредненной ско-

ростей), являются глобальное число Рейнольдса 
ν

Re LV
L


 , относительная 

эквивалентная шероховатость 
L

Э , где L  – характерная длина ( 0RL   – ра-

диус трубы, HL   – глубина плоского безнапорного потока, HL   – по-

ловина толщины плоского напорного потока). 

Исследованиями указанной закономерности занимались ученые 

А. Д. Альтшуль [1], Ф. А. Шевелёв [2], Г. П. Скребков [3, 4] и др. 

Покажем, как после разработки удачной (по мнению авторов) модели 
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строения продольно однородного потока удалось получить универсальную 

формулу для распределения осредненных скоростей поперек потока. На-

личие такой формулы дает возможность просто организовать вычисли-

тельный эксперимент, сводящийся к составлению необходимой программы 

для ПЭВМ, выполнению вычислений с ее помощью и обработке получен-

ных результатов. При этом на заключительные процедуры (расчета и обра-

ботки полученных результатов вплоть до построения требуемых графиков 

искомых зависимостей) необходимо затратить достаточно мало времени 

(в пределах нескольких часов). 

Ранее [4-7] была представлена модель осредненного продольно-

однородного турбулентного потока с делением его на пять характерных 

зон, с описанием распределения коэффициента турбулентной вязкости Тν  

с учетом предложенных гипотетических представлений и обширного экс-

периментального материала. 

Из вводимых пяти зон две относятся к так называемому «турбулент-

ному ядру», то есть основной части турбулентного потока, в которой ха-

рактер течения не подвержен влиянию твердых стенок. Пристенный слой 

толщиной aδ  делится на три зоны. 

Первая зона турбулентного ядра относится к внешней его части тол-

щиной   LA 1 , где L  – либо радиус трубы 0R , либо глубина плоского по-

тока Н . В этой зоне 0νТ   и близко к своему максимальному значению. 

Приближенно можно для этой зоны принять  АТТ νconstν  , то есть ра-

венство ее значению Тν  в точке A  (на границе между первой и второй зо-

нами) .ν *Т LAuk   

Во второй зоне турбулентного ядра (внутренней), где коэффициент 

турбулентной вязкости убывает от значения  АТν  до значения на границе 

с пристенным слоем стν , закон изменения Тδ  примем линейным (он широ-

ко известен): 
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 zuk  *Тν ,  

где z – расстояние от гладкой стенки, LAz стδ , 1A ; 

k  – константа Кармана. 

Пристенный слой толщиной стδ  делится на три зоны. В зоне, примы-

кающей к турбулентному ядру при вст δδ  z , турбулентная вязкость про-

должает убывать, но более интенсивно. В средней зоне пристенного слоя 

убываниe Тν  замедляется. При этом )(в δδ  z . 

Наконец, непосредственно примыкающий к гладкой стенке слой 

очень малой толщины )(δ   (порядка 1,5
*

ν
u

), в котором турбулентная вяз-

кость отрицательна (то есть 0νТ  ). В этом слое возврат энергии осреднен-

ному движению превышает ее отбор турбулентностью. Наличие такого 

графика позволяет аппроксимировать распределение Тν  по всей толщине 

турбулентного потока и, следовательно, не прибегая к данным измерения 

осредненных скоростей (они нужны лишь для проверки полученных ре-

зультатов), а путем прямого интегрирования (численного или аналитиче-

ского) уравнения равномерного движения (см. (1) получить зависимость 

 zuu . 

Итак, первым шагом для доведения решения задачи о распределении 

осредненных скоростей до логического завершения является аппроксима-

ция распределения вихревой вязкости во всей толще продольно-

однородного турбулентного потока (рисунок 1). 

Соотношение толщин слоев )(δ  , вδ  и стδ  принято с учетом наиболее 

часто повторяющихся экспериментальных данных о характерных длинах, 

связанных с пограничным слоем, в предположении об универсальности:  

)(δ  : вδ : стδ = 1,5 : 30 : 70. Это соотношение делает определенными значения 

)(δ   и вδ . 
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а) б) 

a – в зоне )(δ0  z ; б – в зоне cm)( δδ  z  

Рисунок 1 – График распределения )(νν ТТ z  

Таким образом, обозначены две основные зоны: пристенный слой и 

турбулентное ядро, каждая из которых подразделяется на три и две подзоны 

соответственно. Условные границы между ними не признаются жесткими. 

Они трансформируются в зависимости от основных параметров, влияющих 

на течение турбулентного продольно-однородного потока, глобального числа 

Рейнольдса LRe  и относительной шероховатости. Это означает, что введен-

ные параметры стδ , a  и A  являются функциями LRe  и 
L
  в общем случае, 

функциями LRe  при гладких стенках и функциями только 
L
  при шерохова-

тых стенках. Поскольку выражение для параметра 
*

cmδ
u

a 
  тождественным 

преобразованием приводится к виду: 

 
L

L
u
V

a
VL
VL

u
a

Re
δ *

*
cm 


 ,  
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то стδ  и a  оказываются линейно зависимыми. 

Следовательно, отысканию для идентификации эпюры распределе-

ния осредненных скоростей подлежат два параметра: a  и A . 

Поскольку доказательство о неизбежности существования слоя с от-

рицательной вихревой вязкостью у гладких стенок существует, а экспери-

ментальных данных о ее распределении пока нет, приходится задавать 

)(νν ТТ z  в пределах )(δ0  z  гипотетически. Постараемся соблюсти при 

этом максимум правдоподобия. Во-первых, учтем, что пробные расчеты 

сразу же показали весьма высокую чувствительность полученных в про-

цессе интегрирования уравнения (1) результатов к вводу слоя с 0νТ  , что 

ограничило его толщину до   *ν5,1δ u . Поскольку 
minTν  не может быть 

больше ν , то пробные же расчеты показали, что приемлемым значением 

Tminν  является величина ν2,0ν minT  . 

Кроме естественного условия, на стенке 0ν
0Т 

y
, должно быть [5]:  

0ν
0

т 
zdz

d  и 0ν

0
2

т
2


zdz

d . 

Зададим с учетом сформулированных требований зависимость )(νТ z  

графически (рисунок 1).  

Подобное введение зависимости Тν  делает легко осуществимым ин-

тегрирование основного уравнения равномерного движения: 

 
)νν( Т

2
*




uu   dy
L
уу

 





 

0

1 . (1) 

Причем в пределах cmδ0  z  это проще всего сделать численно, 

в пределах LAz стδ  – аналитически с неизбежным получением лога-

рифмического закона, а при LzLA   – то же с получением параболи-

ческого закона распределения осредненных скоростей. 

При численном интегрировании уравнения (1) в пределах от 0z  до 
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cmδz  по методу трапеций или Симпсона получается набор данных с неко-

торым шагом в значениях осредненных скоростей в пристенном слое 

c представлением их в табличной форме [5]. 

Вне пределов пристенной зоны формулы для распределения осред-

ненных скоростей имеют вид [5]: 

- при доквадратичном и гладкостенном сопротивлении: 

 
*u

u
u
u cт

*







 


L
yy cт

cт

δ
δ

ln5,2  при LAy стδ ;   

 
*u

u
u
u cт

*










L
AAL cт

cт

δ
δ

ln5,2 + 
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L
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2
5,015,2 2AA

L
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L
y

A
 при LAстδ , где cmu  = 

cтδy
u ;  

- при шероховатых стенках: 

  5,8
*u

u






 


 L
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  5,8
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u
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  5,8
*u
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2
5,015,2 2AA

L
y

L
y

A
 при LA , где cтu = 

cтδy
u ,  

где ∆ – высота выступа шероховатости (эквивалентной шероховатости). 

Наличие приведенных формул позволяет без затруднений получить 

формулы для средней и максимальной скоростей [5]. 

В свою очередь, имея аналитические выражения этих скоростей, 

легко составить программу вычисления искомых соотношений muV /  или 

Vum /  в заданном диапазоне изменения параметров dRe  (или HRe ) и dλ  

(или H) с помощью ПЭВМ с выдачей результатов вычислений как 

в табличной, так и в графической форме. 

Изложенные процедуры были выполнены авторами. Итоговые 
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результаты представляются далее. 

Во-первых, их реализация позволила получить (с помощью ПЭВМ), 

массивы значений muV / , Vum /  при широком диапазоне значений глобаль-

ного числа Рейнольдса ( dRe , HRe ) и относительных эквивалентных шеро-

ховатостей ( ,0R H ). Принятый диапазон их измерений не был отме-

чен ни в одном экспериментальном исследовании. Представим искомые 

связи в графическом виде. Тогда в диапазоне изменения числа Рейнольдса 

от 4000 до 109 при гладких стенках зависимость muV /  от dRe  для круглых 

труб имеет вид, представленный на рисунке 2. 

 

Рисунок 2 – График зависимости )(Re/ dm fuV   по данным 
вычислительного эксперимента для гладких стенок 

Если диапазон значений dRe  расширить, начав его со значения 3000, 

то видно, что общая закономерность в начальной зоне нарушается. По-

следняя отражает сложные явления, сопровождающие переход ламинарно-

го режима течения жидкости в турбулентный (рисунок 3). 

Далее, если на едином графике объединить все расчетные данные, 

принадлежащие разным значениям относительной эквивалентной шерохо-

ватости ,0R  то отчетливо прослеживается влияние ,0R выступающего 

здесь в качестве параметра (рисунок 4). 
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Рисунок 3 – График зависимости )(Re/ dm fuV    

в расширенном диапазоне dRe  

 

Рисунок 4 – Графики зависимости )Re(lg/ dm fuV    
с учетом влияния относительной шероховатости  

(по данным вычислительного эксперимента) 
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На рисунке 5 представлены графики зависимости )(Red
m

f
u
V

  для 

гладких труб по Л. И. Высоцкому [5], А. Д. Альтшулю [1], Ф. Н. Шевелё-

ву [2]. Совпадение приведенных графиков вполне удовлетворительное, их 

расхождение не превышает 3 %. 

 

Рисунок 5 – Совмещенные графики )(Re/ dm fuV  , предложенные 
различными авторами, с опытными данными М. В. Загаролы [16, 17] 

Рисунок 6 представляет наложение собранных А. Д. Альтшулем [1] 

опытных данных на кривую Л. И. Высоцкого [5]. Незначительное отклоне-

ние опытных точек вниз от этой кривой, вероятно, объясняется тем, что 

условие гладкости стенок 0 , так легко осуществляемое при теоретиче-

ских расчетах, практически никогда не выполняется в экспериментальных 

установках. Влияние относительной эквивалентной шероховатости замет-

но проявляется уже при значении 0005,0
0



R

. Это обстоятельство легко 
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усматривается из рисунке 6. Только при 000005,0
0



R

 кривые для этого 

значения практически совпадают со случаем, когда 0
0



R

. 

 

Рисунок 6 – Совмещенные данные вычислительного эксперимента 
с опытными данными, собранными А. Д. Альтшулем [1] 

Любопытный результат получается, если единый график построить 

в координатах  λf
V
um  , все опытные точки в очень широком диапазоне 

значений λ  ложатся на одну прямую. Это означает, что λ  выступает 

в качестве единого параметра, объединяющего влияние числа Рейнольдса 

и относительной шероховатости (рисунок 7). Этот вывод не нов, на него 

имеются указания в работах В. Нуннера [8], А. Д. Альтшуля [1], 

Г. П. Скребкова, Н. А. Федорова [3], и др. [9-15]. На рисунке 8 представлен 

тот же график с нанесением опытных данных М. В. Загаролы [16, 17]. Для 

плоских продольно-однородных потоков получаются вполне аналогичные 

результаты. Это иллюстрируется рисунками 9-11.  
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Рисунок 8 – Сопоставление данных вычислительного эксперимента  
с опытными данными М. В. Загаролы 
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Рисунок 9 – График зависимости )Re(lg/ Нm fuV    
(по данным вычислительного эксперимента) 
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Рисунок 10 – Зависимость  H
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(по данным вычислительного эксперимента) 
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Рисунок 11 – Совмещенные данные вычислительного и  

физических экспериментов 

И в этом случае диапазон изменения главных параметров LRe , L , 

λ  ни в одном из экспериментальных исследований не может претендо-

вать на сопоставление с возможностями вычислительного эксперимента.  

Таким образом, показано, насколько ускоряется процедура получе-

ния искомых соотношений и расширения их диапазона, если имеется в на-

личии надежная (опорная) теоретическая зависимость, легко поддающаяся 

надлежащей обработке методами вычислительного эксперимента. Имеет 

значение и обратный фактор, более полное подтверждение (или наоборот) 

надежности исходной теоретической зависимости.  

Выводы 

1 В статье излагается прием поиска требуемых соотношений с по-

мощью физических экспериментов переходом к замене их вычислитель-

ными экспериментами. 

2 Для возможности осуществления вычислительного эксперимента 

требуется предварительное отыскание некоторой базовой хорошо обу-

словленной теоретической зависимости, что представляет собой наиболее 
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трудоемкую часть исследования. 

3 Наличие базовой зависимости позволяет составить набор опреде-

ленного числа искомых закономерностей, в которых параметрами являют-

ся определяющие критерии. Получение аналитического описания искомых 

закономерностей позволяет составить необходимую программу для вы-

полнения вычислительного эксперимента с помощью ЭВМ с широким 

диапазоном вариаций определяющих критериев.  

4 Реализация подобного подхода продемонстрирована применитель-

но к поиску связей соотношения средних и максимальных скоростей 

в продольно однородных потоках с глобальным числом Рейнольдса и от-

носительной эквивалентной шероховатостью. 

5 Результаты сопоставления опытных и расчетных данных показы-

вают их хорошую сходимость. 
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